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 فصل دوم

 کاربرد انتگرال در محاسبه، سطح،

 های دورانیرویهحوسط طول قوس ،حجم حاصل از دوران
 

 

ن ی نیی  در این فصل کاربردهایی از انتگرال م ین مورد نظر اسی، چهار کیاربرد اصیلی آ  

 ومنثنی و سطح رویه دورانیی   مثاسبه سطح زیر منثنی و سطح بین دو منثنی و طول

 همننین حجم حاصل از دوران یک منثنی حول مثور افقی یا عمودی مطرح اسی.

در کاربرد انتگرال مخصوصاً در قسمی مثاسبه سطح و مثاسیبه حجیم، شیکل تقریبیی     

م رود خواننده با رسی می منثنی، مورد نیاز برای حل مسئله اسی که در این موارد انتظار

ور درعه دوم ودرعه سوم و همننین توابر مثلثیاتی آشینا باشید، بیه طی      تقریبی منثنی

2yمثال باید بدانیم که منثنی درعیه دوم،   ax bx c        بیه صیورت ییک سیهمی

0aاسی که  0روبه بالا و اگرa     رو به پایین خواهد بود و همننین نقیاط برخیورد

صیات  را در صورت وعود باید بدسی آوریم و گاهی نیز داشیتن مخت ها xمنثنی با مثور 

 شود ضروری اسی.می نقطه اکسترموم نسبی که به کمک ریشه مشتق حاصل

 

  
 

2xواگر منثنی درعه دوم با دستور  ay by c      باشد نیز یک سهمی ولیی افقیی
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0aاسی که اگر    0رو به سمی راسی و اگرa باشد.می رو به سمی چپ 

  
 

3و اگر منثنی درعه سوم باشدی نی  2y ax bx cx d       در ایین صیورت ییک ،

به طور تقریبی بیه   aریشه و یا سه ریشه اسی، اگر یک ریشه داشته باشد برحسب لامی 

 یکی از دو حالی زیر اسی.

 

   
 

 به طور تقریبی به یکی از دو شکل زیر اسی. aعلامی و اگر سه ریشه باشد نیز بر حسب

 

  
 

 و گاهینیز ممکن اسی در صورت مسئله شکل منثنی رسم شده باشد.

ل مربوط با تآکید بر این موضوع که در مسائ کنیم،می فصل دوم را آغاز به هر صورت

سیم  ربه مثاسبه سطح زیر منثنی و یا سطح بین دو منثنی و یا حجم حاصل از دوران، 

 .اسیمورد نیاز و لازم شکل تقریبی منثنی برای حل مسئله 
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 محاسبه سطح :انتگرال اول کاربرد )الف

اگر قضیه: : ,f a b R  0پیوسته وf   باشد مساحی ناحیه مثدود بین منثنیی

( )y f x  و مثورx و خطوط عمودی هاx a  وx b  برابر اسی با 

)واحد سطح یا مربر واحد طول  )
b

a
S f x dx  

 

 
0fپیوسته باشد ولی لزوماً  fو اگر   نباشد سطح مثدود بین منثنی و مثورx  هیا و

xخطوط عمودی  a  وx b برابر اسی با، 

)واحد سطح )
b

a
S f x dx  

 
1 2 1 2

1 2 1 2

c c b c c b

a c c a c c
S fdx fdx fdx fdx fdx fdx            

 :مطلوب اسی مساحی ناحیه مثدود در هر یک از موارد زیرمثال: 

2ناحیه مثدود بین منثنی -1 2y x x    1و خطx  و مثورx ها و مثورy.ها 
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 حل:

 
2 3

1
2

0

1 13
( 2) 2

02 3 6

x x
S x x dx x       

 ها.xاحیه مثدود بین منثنی فوق و مثورن -2

 حل:

 
2 3

2
2

1

2 9
( 2) 2

12 3 2

x x
S x x dx x


      

 

3ناحیه مثدود بین منثنی  -3 22 3y x x    2و مثورها وخطx . 

 حل:

 
4 3

2
3 2

0

22 14
( 2 3) 3

04 3 3

x x
S x x dx x       



 55کاربرد انتگرال در ...: دومفصل 

 

2.ناحیه مثدود بین منثنی 4 4y x  و مثورx ها و خطx  1  3و خطx . 

 حل:

 
2 3 2 3

2 2 2 2

1 2 1 2

3 3

( 4) ( 4) ( 4) ( 4)

2 3 34
( 4 ) ( 4 )

1 23 3 3

S x dx x dx x dx x dx

x x
x x

 
         

     


   
 

22xناحیه مثدود بین منثنی-5 y و مثورy 3ها و خطy . 

 حل:

 
3

2 3

0

32
2 18

03
S y dy y   

 مثاسبه سطح ناحیه مثدود بین دو نمودارقضیه:

هر دو بر بازه gو  fاگر توابر  ,a b      0پیوسیته و بیر ایین بیازهf g    باشید، مسیاحی

xناحیه مثدود بین نمودارهای این دو تابر و خطوط عمودی  a  وx b ،برابر اسی با 

)واحد سطح )

b

a

S f g dx  
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fهر دو پیوسته و مثبی باشند ولی  gو  fو اگر بر این بازه توابر  g :لزوماً نباشد داریم 

واحد سطح
b

a
S f g dx  

 
( ) ( ) ( ) ( )

c b c b

a c a c
S f g dx g f dx f g dx f g dx           

 زیر:های مطلوب اسی مساحی ناحیه مثدود بین دو نمودار در هر یک از حالیمثال: 

yناحیه مثدود بین دو منثنی -1 x  2وy x. 

 
 حل: 

2یا 4
2

y x
x x x x

y x

 
   


  

3

321
2

0

1 1
( )

3 03 3

2

x x
S x x dx      

2ناحیه مثدود بین منثنی  -2 4y x x   3و 26 8y x x x  . 

 حل:

 

4 0 0x x x       X=1یا 
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2

2 3 2

3 2

3 2

2

4
4 6 8

6 8

7 12 0

( 7 12) ( 3)( 4) 0

0 3 x=4

y x x
x x x x x

y x x x

x x x

x x x x x x

x ،x ،

  
    

  

   

      

  

 

3 4
3 2 2 2 3 2

0 3
( 6 8 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 6 8 )s x x x x x dx x x x x x dx                 

3 4
3 2 3 2

0 3
( 7 12 ) ( 7 12 )x x x dx x x x dx        

4 3 2 4 3 23 4 71
7 12 ( 7 12 )

0 34 3 2 4 3 2 6

x x x x x x
      

)sinهای مثدود بین منثنی مساحی ناحیه -3 )y x وcos( )y x   در طیول ییک

 دوره تناوب.

در طول دوره تناوب حل:  0,2، 

 
5

2
4 4

5
0

44

(cos( ) sin( )) (cos( ) sin( )) (cos( ) sin( ))S x x dx x x dx x x dx
 



       

5
2

4
(sin( ) cos( )) (sin( ) cos( )) (sin( ) cos( )) 4 24 5

0 4
4

x x x x x x


 




       

22xهای مساحی ناحیه مثدود بین منثنی -4 y3خط و 2x y  . 

 حل: 
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2

2

2

2 3
2

2
1

2

2
2 3 2

3 2

1
2 3 2 0 2,

2

23 125
(3 2) 2 2 2

12 3 24
2

x y
y y

x y

y y y y

y y
S y y dy y



 
  

 


      

          

در مثال اخیر از این مطلب استفاده شده که دوران تأثیری برطول و مسیاحی و   توضیح:

ندارد و با دوران دادن یک شکل شاید مثاسیبه سیطح ییا حجیم ییا طیول قیوس         حجم

باشد. به طور مثال در نمونه فوق سطح را در عهی مثلثیاتی بیه انیدازه    تر ساده
2

 دوران

 شود.تر مییم. با این عمل مثاسبه مساحی سادهاداده

    
 1شکل    2شکل

انند (، این ناحیه به دو قسمی م1بدون دوران دادن شکل برای مثاسبه سطح در شکل )

 طرح زیر باید تقسیم شود.

 
 یک ناحیه بین دو شاخه سهمی و یک ناحیه بین شاخه بالایی سیهمی و خیط، بیه طیور    

 عمودی مثصور شده اسی.
2

3 2
3

x
x y y


    

 ب د از دوران
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22
2

x
x y y    

شاخه بالایی سهمی
1

2

x
y  

شاخه پایینی سهمی
2 1

2

x
y y    

1 2 1
0

0

2
( ) ( )

3

2
2 ( )

2 2 3

a b

a

a b

a

x
S y y dx y dx

x x x
dx dx


    


  

 

 

 

مثل برخورد شاخه پایینی سهمی با خیط ی نیی مثیل تلاقیی    نقطة طول  aکه در آن 

2

3

x
y


  و

2
2

x
y   وbبرخورد شاخه بالایی سهمی با خط ی نیی   طول نقطه

2مثل تلاقی

3

x
y


و

1
2

x
y ینباشد بنابرمی 

2

2

2

3 2 4 4

2 3 2 9

2

x
y

x x x x x

x
y


   

    
  


 

8x  2یا 2 1
2 8 8 9 2 17 8 0

2
x x x x x x          

 

 و به طور مشابه

8x یا

1

2

3 1

2

2

x
y

x
x

y





 

  


 

1
8

2
1

0
2

2
8 2 ( )

2 2 3

x x x
b S dx dx


     1و

2
a  

خط بالای سهمی قیرار   ،( همه عا2در حالی که پس از دوران دادن منثنی ی نی شکل )

سطح بین دو منثنیی، م ادلیه خیط بیه     مثاسبة گرفته اسی و باید در فرمول مربوط به 
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قرار بگیرد. اما باید دقی کرد که در این حالی از نظر  gو م ادله سهمی به عای  fعای

متغییر اسیی،    yشیود و  میی  yتاب ی از  xزده،دوران دادن سطح ناحیه هاشورریاضی، با 

3ی نی yبنابراین م ادله خط را باید بر حسب  2x y    و م ادله سهمی بر حسیبy 

22xی نی y  و همننین حدود انتگرال هم باید بر حسبy   1باشد ی نیی از

2
y


 

2yتا  ،  به عایdx  هم بایدdy .بکار گرفته شود 

مطلب ی نی از این
2

   دوران دادن در عهی مثلثاتی همننانکه ب داً خواهیم دیید در

تیوان  میی  کاربردهای دیگر انتگرال از عمله، مثاسبه حجم و مثاسبه طول منثنیی هیم  

 باشد.می شدن مثاسباتتر و سریرتر استفاده کرد، که البته یک دلیل آن ساده

 

 تمرین

 مثدود را در هر یک از موارد زیر ت یین کنید.مساحی ناحیه  .1

3ناحیه مثدود بین منثنی الف:  2 2y x x x   و مثورx.ها 

2ناحیه مثدود بین منثنی ب:  3x y y   و مثورyها. 

1ناحیه مثدود بین منثنیج:  cos(4 )y x  و مثورx ها درحوزه 0,. 

 .مساحی ناحیة مثدود بین دو منثنی را در هر یک از موارد زیر به دسی آورید .2

)cosهای ناحیه مثدود بین منثنیالف:  )y x  2وsec ( )y x  و خطوط
4

x


 . 

3yناحیه مثدود بین منثنی ب: x 1ای به طولو خط مماس بر منثنی در نقطهx . 

2ناحیه مثدود بین منثنی  ج: 6y x x    4و خطy  . 

2ناحیه مثدود بین منثنی د:  6y x  وطو خطy x  وy x . 

 های زیرمطلوب اسی مساحی ناحیه مثدود در هر یک از حالی .3

2ناحیه مثدود بین منثنی: الف 2x y y   24وx y  

2xهای ب: ناحیه مثدود بین منثنی y  2و 2 4y x . 

ج: مساحی بیضی  
2 2

2 2
1

x y

a b
 . 

 های زیر مثاسبه کنید.مساحی ناحیة هاشورزده را در تصویر .4
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 کنید.ها را در هر یک از موارد زیر ت یین مساحی ناحیة مثدود بین منثنی .5

2yالف:  و
2 2y x  
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2yب:  x  2و 4 4y x x    و مثورx.ها 

|2ج:  4 |y x   و
2

4
2

x
y   

2xد:  y   2وx y 

4ه:  16x y   2و 4 4y x  

2xی:  y  24و 4x y  
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 کاربرد دوم انتگرال: محاسبه طول منحنی )ب

 مثاسبه طول قوس یا طول منثنیقضیه:

اگر : ,f a b R یک خم هموار را توصیف کند )ی نیf   پیذیر و تیاب ی مشیتقf  

0fپیوسته باشد( و  در این صورت طیول منثنیی    ،بر این بازه( )y f x   از نقطیه

( )

a
A

f a
تا نقطه  

( )

b
B

f b
 برابر اسی با، ABیا به عبارتی طول کمان  

21واحد طول ( ( ))
b

a
f x dx  طول کمانAB 

 

 مطلوب اسی طول منثنی در هر یک از موارد زیر:مثال: 

طول منثنی  -1
3 1

12

x
y

x
  بر بازه ، 1,4. 

 حل: 
4

2

1
1 ( )L y dx  

3 2 2

2 2

1 3 1 1

12 12 4

x x x
y y

x x x
       

4 4 2
2 2

4 4 2

1 1 1 1 1
1 ( ) 1 ( )

16 2 16 2 4

x x x
y

x x x
           

2 2 2 3
4

2 2 21

41 1 1 1
( ) ( ) 6

14 4 4 3 4

x x x x
L dx

x x x x
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3طول منثنی-2 2y x 1به طول ای از نقطهx  8به طول ای تا نقطهx . 

 
 :راه اولحل: 

2 1
3 3

3 32 2
2

3 32 2 3

2

3

4 9 4 9 4
1 ( ) 1

39 9

y x y x

x x
y

xx x



  

 
     

 

 

1چون  8x   پسx x ،
3 2

8

31

9 4

3

x
L dx

x


 ،اگر قرار دهیم 

3 32 2 2

3

3 3
2

3

3 2 3 3 3

2 1
9 4 9 4 2 9

3

3 1 1 1

3 3 9 9 3 27

8(9 4) ( 40) ( 13)

127 27

u x u x udu dx
x

u u u
udu dx L udu u du

x

x

        

       

 
 

  

با دوران مثورها به اندازه راه دوم:
2

 در طول منثنی تغییری حاصل ،در عهی مثلثاتی 

 شود.می yتاب ی از متغیرxشود. در این حالینمی
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3 2 3

3 2 23

3 1 82 3 2 3 3

3

2

3

2

4 4
/ 2

1 1

1 1 1

8 8 ( 8) 4

3
( )

2

9
(1 ) 49 41 ( ) 1

3 9 14

2 4

x

x y x

x y

y x y x x y x y

x y y

y

L x dy y dy

 

    

    

       

    



    


 

 

3طول منثنی -3 2y x 0به طولای از نقطهx  8به طول ای تا نقطهx . 

0xدر این حالی چون منثنی درحل:    نیسیی پیس در شیرایط قضییه     پیذیر  مشیتق

در  yبر حسب متغیر xکند و باید تابر را به عای متغیرنمی مثاسبه طول قوس صدق

 کنیم.می نظر بگیریم تا منثنی هموار باشد و سپس طول منثنی را حساب

3

0 0

8 4

3

2

x y

x y

x y

x y

  

  



 

 

3 3
4 4

2 2 2

0 0

49 8 9 8
1 ( ) 1 (1 ) (10 1)

04 27 4 27
L x dy y dy y         

طول منثنی  -4
3 1

6 2

y
x

y
   بر بازه 1,3. 

در نظر گرفته شده اسی پس بیازه  yمتغیر ،تاب ی ازxواضح اسی که در این حالیحل: 

 1,3 حوزه تغییراتy باشد و داریم:می 
3

2

1
1 ( )L x dy  

 شود.می ادامه حل به عنوان تمرین به خواننده واگذار
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 تابر طول قوستعریف:

اگر  : ,f a b R     یک خم هموار را توصیف کند، تابر زیر را تابر طیول قیوس خیم

fنامیم.می بر این بازه 

 : ,S a b R 

)2خم  طول ) 1 ( ( ))
x

a
S x f t dt AQ   

( )

x
Q

f x( )

a
A

f a
 

 

از نقطه شیروع خیم ی نیی نقطیه     fکار این تابر مثاسبه طول خم
( )

a
A

f a
تیا نقطیه    

( )

x
Q

f x
برای هر   ,x a b باشد.می 

 :واضح اسی که

0S اولاً:    

 .تابر ص ودی اسی S ثانیاً:  

 پیوسته اسی. s ثالثا:

 پذیر اسی و بنابر قضیه اساسی اول حسابان داریم:مشتق S راب ا:ً

/ 2 2 / 2( ) 1 ( ( )) ( ) 1 ( ( ))S x f x S x f x      

/اگر قرار دهیم  ( )
ds

S x
dx

  و/ ( )
df

f x
dx

 :داریم 

2 2 2( ) ( ) ( )ds df dx  
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2و یا  2 2( ) ( ) ( )ds dy dx   که در آن منظور ازds      همیان دیفرانسییل طیول قیوس

 اسی.

  

2تییابر طییول قییوس مربییوط بییه منثنییی    مثههال:  cos( )
x

y t dt


    را بییرای بییازه

0
2

x


  .ت یین کنید 

 حل: 

2

0

2

2

2

0 0

2

2 2

0

: 0,
2

( ) 1 ( ( ))

cos( ) ( cos( ) ) cos( )

1 ( ( )) 1 cos( )

1 cos( )
( ) 1 cos( ) 1 cos( )

1 cos( )

1 cos ( )
1 cos ( ) sin ( ) sin( )

1 cos( )

x

x

x

x x

x

S R

S x y t dt

y t dt y t dt x

y t t

t
S x t dt t dt

t

t
dt t t t

t





 
 

 

 

      

   


     




   





 

 

 و

 

0و چون
2

t x


    پسsin( ) 0t ، 

0

sin( )
( )

1 cos( )

x t
S x dt

t
 


 

1که اگر   cos( )t  را برابرu:قرار دهیم داریم 
21 cos( ) 1 cos( ) sin( ) 2t u t u t dt udu       
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sin( ) 2
2 2 2 1 cos( )

1 cos( )

t dt u du
du u t

ut
     


   

( ) 2 1 cos( ) 2( 1 cos( ) 1 cos(0)) 2 1 cos( )
0

x
S x t x x         

:[0, ]
2

( ) 2 1 cos( )

S R

S x x


 

 

 

,0تابر طول قوس این خم بر بازه 
2

 
 
 

 باشد.  می

 توانستیم به شیوه زیر هم عمل کنیم.می برای حل انتگرال فوق توضیح:

0

2 2

1 cos( )

1 cos( ) 1 2cos ( ) 1 2cos ( ) 2 cos( )
2 2 2

x

t dt

t t t
t



      


 

0و چون 
2

t x


  0سپس
2 4

t 
   و در نتیجهcos( ) 0

2

t
بنابرین 

0 0

sin( )
21 cos( ) 2 cos( ) 2

1 02

2

2 2(sin( ) sin(0)) 2 2 sin( )
2 2

x x

t
xt

t dt dt

x x

  

  

 

 

 

 تمرین

 ن کنید.های داده شده ت ییهای زیر را بربازهطول هر یک از منثنی

الف: طول منثنی 

3

2 2( 2)

2

x
y


 بر بازه 0,3 . 

ب: منثنی 
3 1

6 2

y
x

y
   بربازة 2,3. 

4ج: منثنی 

2
3 1

x

y t dt


   بربازه 2, 1 . 
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 محاسبه مساحت رویه دورانیج( کاربرد سوم انتگرال: 

رویه دورانی سطثی اسی که از دوران منثنی حول یک خیط ثابیی در صیفثه منثنیی     

مه میوارد  آید در این متن مثور دوران در همی نامیم(، بدسیمی )که آن را مثور دوران

 خط افقی یا خط عمودی اسی.

هیا، سیطح عیانبی ییک     xرویه دورانی حاصل از دوران یک خط افقی حول مثورمثال: 

 استوانه اسی.

 

هاسیطح عیانبی ییک    yصل از دوران یک خط مورب حیول مثیور   رویه دورانی حامثال: 

 مخروط اسی.

 

 رهدایره حول قطر خود سطح عیانبی ییک کی   ویه دورانی حاصل از دوران یک نیمرمثال: 

 باشد.می
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 مساحی یک رویه دورانیقضیه:

اگر : ,f a b R ( یک خم هموار را توصیف کندf پذیر ومشتقf  پیوسته باشد( و

0f  در این صورت مساحی رویه دورانی حاصل از دوران منثنیf  حول مثیورx اهی 

 برابر اسی با،

22واحد سطح یا مربر واحد طول 1 ( )
b

a
S f f dx   

 
 توضیح:

0fخم هموار، ولی fدر قضیه فوق اگرالف( ،لزوماً نباشد 

22 1 ( )
b

a
S f f dx   

قابییل ذکییر اسییی کییه در فرمییول مثاسییبه سییطح رویییه دورانییی ی نییی درفرمییول     ب(

22 1 ( )
b

a
S f f dx  ،  منظور از( )f x   ،فاصله هر عزء منثنی تا مثیور دوران

 ت باشد.باشد که از شکلی به شکل دیگر ممکن اسی متفاومی و یا به عبارتی ش اع دوران

 به اشکال زیر توعه کنید.

 
( )y c f x c   ش اع دوران  

 
( )f xش اع دوران 

 1شکل   2شکل
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2x ش اع دوران  

 
xش اع دوران 

 3شکل   4شکل 

 (:1در شکل)
22 1 ( )

b

a
S f f dx   

 (:  2در شکل)

 
2 22 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( )

b
b

a
a

S y c y c dx y c y dx          

 (:3در شکل )
22 1 ( )

d

c
S x x dy   

 (:  4در شکل )

 
2 22 ( 2) 1 ( 2) 2 ( 2) 1 ( )

d d

c c
S x x dy x x dy          

 را ت ین کنید. Rبه ش اع ای سطح عانبی کرهمثال: 

 شود.می دایره حول قطر خود ایجادسطح عانبی کره از دوران نیمحل: 

 
هیا و مرکیز   xبرای استفاده از قضیه مثاسبه سطح رویه دورانی، قطر کره را روی مثیور 

 یم،گیرمی دایره بالایی در نظررا نیم yدهیم و منثنی می آن را در مبدأ قرار

 



 ریاضی عمومی یک    72

2 2 2 2 2 2 2 2x y R y R x y R x         

0yدایره بالایی اسی پس چون نیم 2در نتیجه 2y R x ، 

2 2 2 2

2 2
2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2

2 2

2

2

1 ( ) 1

2 1 ( )

2 2 2 4

R

R

R

R

x x
y

R x R x

x R R
y

R x R x R x

S y y dx

R
R x dx R R R

R x



  





 
  

 

     
  

  

     






 

2R .مساحی دایره عظیمه کره اسی 

2سطح عیانبی حاصیل از دوران خیم    مثال:  1 0y x     حیول مثیورy    هیا بیر بیازه

 1,1. 

ها اسی پس بازه yواضح اسی که چون دوران حول مثورحل:  1,1   حوزه تغیییرات

y کند.می را مشخص 

 
2 21 0 1y x x y      

 .باشدمیراسی سمی منثنی یک سهمی افقی روبه 
1

2

1
2 1 ( )x S x x dy


  =ش اع دوران 

21 2x y x y    
1 1

2 2 2 2

1 1
2 (1 ) 1 (2 ) 2 (1 ) 1 4S y y dy y y dy 

 
        

 چون بازه متقارن و تابر زوج اسی پس
1 1

2 2 2 2

0 0
2 2 (1 ) 1 4 4 (1 ) 1 4S y y dy y y dy         
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ر دارییم، روش حیل ایین انتگیرال د    میی  نگیه  مثاسبه انتگرال فوق را در همیین مرحلیه  

قسیمی تغیییر متغییر مثلثیاتی( بییان       –گیری انتگرالهای ب دی )فصل روشهای فصل

 خواهد شد.

2yسطح عانبی حاصل از دوران سهمیمثال:  x  1را حول خطy  هایبر بازه 

اولاً:  0,1 

ثانیاً:  0,2 .ت یین کنید 

 اولاً:  حل: 

 

منثنی و خط برخورد اطنق طول
2

2 1 1
1

y x
x x

y

 
    


 

x[0,1]چون   1پسx .اسی 
1

2 2

0
1 1 2 (1 ) 1 [(1 ) ]y x S y y dx          ش اع دوران 

1 1
2 2 2 2 2

0 0
2 (1 ) 1 [(1 ) ] 2 (1 ) 1 4x x dx x x dx         

 ثانیاً:  

 
1yدر این حالی سطح حاصل از دوران منثنیی حیول خیط          برابیر مجمیوع سیطح

های حاصل از دوران حول این خط بر بازه 0,1  و 1,2 باشید، قسیمی اولاً سیطح    می
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حاصل از دوران در بازه  0,1 دهد و فقط کافی اسی در بازه می را به دسی 1,2   ایین

 سطح مثاسبه و به مقدار قبل افزوده شود.

1yدر این حالی ش اع دوران مطابق شکل برابر   باشد.می 
21 1y x   =ش اع دوران 

2 2
/

1

2
2 / 2 2

1

2 ( 1) 1 ( 1)

1 1 ( 1) 2 2 ( 1) 1 4

S y y dx

y x y x S x x dx





      

         




 

1 2
2 2 2 2

0 1
2 (1 ) 1 4 (1 ) 1 4x x dx x x dx       

   سطح کل حاصل از دوران 

 

 تمرین

سطح عانبی مخروطی که از دوران خیط   .1
2

x
y     حیول مثیورx   هیا بربیازة 0,4 

 شود را مثاسبه کنید.تولید می

1سطح عانبی مخروط ناقصی که از دوران خط  .2

2

x
y


   حول مثیورy   هیا بربیازة

1 3x  شود را حساب کنید.حاصل می 

سطح رویة ستاره نمیایی کیه از دوران قسیمی بیالای منثنیی       .3
2 2

3 3 1x y   حول مثورx  شیود را بیه دسیی    ها ایجیاد میی

 آورید.

 

 hبیه فاصیلة    کیره  هدایره عظیم نواری که توسط صفثات موازیثابی کنید مساحی  .4

2عدا شده اسی، برابر  Rای به ش اع واحد از یکدیگر از کره Rh باشد.می 

سطح عانبی گنبدی به شیکل زییر را حسیاب     4به کمک تمرین  .5

 کنید.
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 حجم حاصل از دوراند( کاربرد چهارم انتگرال:محاسبه 

 عسم دوار و مثور دورانتعریف:

ه در زدمانند ناحییه هاشیور  کند)می از صفثه که حول خط ثابتی در صفثه دورانای ناحیه

 نامیم.می خط ثابی را مثور دورانکند عسم دوار و می شکل زیر( و یک حجم را ایجاد

ها و یا خطوط افقی ییا خطیوط   yها یا مثورxن مثورااین درس م مولاً مثور دوردر 

 عمودی اسی.

 
 ها = مثور دورانxمثور    و    زده =عسم دوارناحیه هاشور

 

برای مثاسیبه حجیم حاصیل از دوران عسیم دوار، سیطح آن را بیه عیزء هیایی تقریبیاً          

 عمیود باشید، روش حاصیل   کنیم اگر این عزء بر مثور دوران می مستطیل شکل تقسیم

ه روش قرص دوار و یا روش واشر اسی و اگر بیا مثیور دوران میوازی باشید روش پوسیت     

 خواهد بود.ای استوانه

 

  
 روش واشر روش قرص

 
 ایروش پوستة استوانه
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 مثاسبه حجم به روش قرص دوارقضیه:

اگر  : ,f a b R 0پیوسته وf  ان ناحیه مثدود بیین  باشد، حجم حاصل از دور

xها و خطوط xمنثنی و مثور a  وx b برابر اسی با 

2واحد حجم یا مک ب واحد طول
b

a
V f dx  

 توضیح:

هر عزء مسیتطیلی، شیکلی شیبیه بیه ییک سیکه       در این روش عسم حاصل از دوران الف(

 نامند.می ایستاده و یا یک قرص گرد ایستاده دارد، از این رو این روش را روش قرص دوار

 

2همننین قابیل ذکیر اسیی کیه در فرمیول فیوق ی نیی       ب(
b

a
V f dx   منظیور از ،

( )f x باشد کیه از مثیالی بیه    می همان بلندی عزء مستطیلی و یا در واقر ش اع دوران

 باشد.می مثال دیگر متفاوت

2yحجم حاصل از دوران ناحیه مثدود بیین منثنیی  مثال:  x و مثیورx   هیا و خیط

2x  حول مثورx  .ها را ت یین کنید 

 حل: 

 
2y x=بلندی عزء مستطیلی 

5
2 2

2 2 4

0 0

2 32
( )

05 5

x
V x dx x dx
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 .Rپر به ش اع حجم یک کره تومثال: 

 شود.می دایره ایجاددایره حول قطر نیمحجم کره از دوران سطح یک نیمحل: 

 

y =بلندی عزء مستطیلی 
2 2 2 2 2 2

2 2 2

3
2 2 2 3

0

( )

4
2 ( ) 2 ( )

03 3

R R

R R

R

x y R y R x

V y dx R x dx

Rx
R x dx R x R

 

  

 

    

  

    

 



 

25xمنثنیی   ناحیه مثیدود بیین   حجم حاصل از دورانمثال:  y   و مثیورy  هیا و

1yخطوط     حول مثورy.ها 

 حل: 

 
( دوارها در قضیه )مثاسبه سطح به روش قرص xها به عای مثور yدر این حالی مثور 

 در نظر بگیریم. yرا تاب ی از  xرا متغیر و  yو باید  اسی قرار گرفته
25yx بلندی عزء مستطیلی 

521 1 1 1
2 2 4 4

1 1 1 0

1
( 5 ) 5 10 10 2

05

y
V x dy y dy y dy y dy     

  
        

 

21xحجم حاصل از دوران ناحیه مثدود بین سهمیمثال:  y   3و خطx ، حول

3xخط   .را حساب کنید 
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 حل: 

 

21x y  باشد.می راسی سمی یک سهمی افقی رو به 

3در این حالی مطابق شکل بلندی عزء مسیتطیلی برابیر   x      اسیی کیه چیون مثیور

 باشد بنابرینمی متغیر yدوران عمودی اسی پس 
2 23 3 (1 ) 2x y y      بلندی عزء مستطیلی 

مقیدار  ، سهمی و خط را با هم تلاقی داده وyبرای بدسی آوردن حدود انتگرال بر حسب 

y کنیم.را در نقاط برخورد مثاسبه می 
2

2 2

2 2
2 2 4 2

2 0

5 3

1
1 3 2 2

3

(2 ) 2 (4 4 )

64 22
2 (4 4 )

5 3 150

x y
y y y

x

V y dy y y dy

y y
y

 

 



  
       



     

   

  

 نکته: 

وار عسیم د اگر عزء مستطیلی بر مثور دوران عمود باشد ولیی مثیور دوران لزومیاً میرز     

ییک   شبیه به یک واشر یا،نباشد، در این صورت عسم حاصل از دوران هر عزء مستطیلی

 نامند.می باشد و از این روی روش فوق را در این حالی روش واشرمی (CDدی )سی
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 مثاسبه حجم حاصل از دوران به روش واشرقضیه:

هر دو بر بازه gوfاگر توابر ,a b  0پیوسته وf g       بر ایین بیازه باشید، حجیم

xو خطیوط عمیودی    gو  fحاصل از دوران ناحییه مثیدود بیین دو منثنیی     a  و

x b  حول مثورx،ها برابر اسی با 

واحد حجم
2 2( )

b

a
V f g dx  

 

21yصییل از دوران سییطح مثصییور بییین منثنییی   حجییم حامثههال:  x   و خییط

3y x   حول مثورx.ها 

 حل: 

 
 دهیم.می دو منثنی را با هم تلاقی اول برای بدسی آوردن طول نقاط برخورد،

2

2 21
1 3 2 0

3

y x
x x x x

y x

  
       

 
 

)طول نقاط برخورد خط و منثنی 2)( 1) 0 2 , 1x x x x        
 ،و چون در تمام بازه خط بالاتر از منثنی قرار گرفته اسی

2 2
2 2 2 2 4

1 1

3 2 5

( 3) (1 ) ( 6 8 )

26 117
( 8 )

13 2 5 5

V x x dx x x x dx

x x x
x

 




 
          


    



 
 

)cosحجم حاصل از دوران ناحیه مثدود بین منثنیی مثال:  )y x   1و خیطy 
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ها از xحول مثور 
2

x


  تا
2

x


. 

 حل: 

 
2 22

2

1 ( cos( ))V x dx






   
  

2 2

0
2

22

0

(1 cos( )) 2 (1 cos( ))

2 ( sin( )) 2 ( 1) 2
2

x dx x dx

x x

 





 


   


   

     

 
 

2xحجییم حاصییل از دوران ناحیییه مثییدود بییین سییهمی مثههال:  y y   و سییهمی
2 3x y   4حول خطx   

 حل: 

 
2xدر منثنی y y ، 

24 4x y y     = بلندی عزء مستطیل بر حسبy 

2در منثنی 3x y ، 
2 24 ( ) 4 3 4 1x x y y          بلندی عزء مستطیلی بر حسبy 

 را متغیر در نظر بگیریم. yدر این حالی هم مثور دوران عمودی اسی و باید 
2

2 2 2

2
3 2 3 0

3

x y y
y y y y y

x y
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3
1 ,

2
y y    

3

2 2 2 22

1
( 4) ( 1)V y y y dy


         

3 33 4 2
2 32 2

1
1

( 9 2 15 8 ) ( 9 2 15 8 )
3 4 2

y y y
y y y dy y 




          

34
3 2 2

1

875
3 15 4

2 32

y
y y y 



     

 ایمثاسبه حجم حاصل از دوران به روش پوسته استوانه قضیه:

]:اگر , ]f a b R  0پیوسته وf     باشد، حجم حاصل از دوران ناحیه مثیدود بیین

)منثنی  )y f x  و مثورx   ها و خطیوط عمیودیx a  وx b    و حیول مثیور

yها برابر اسی با، 

2واحد حجم ( )
b

a
V xf x dx  

 
در فرمول، فاصله عیزء مسیتطیلی تیا مثیور دوران و     xدر این روش منظور از توضیح:

( )f x از دوران هر عزء مسیتطیلی باشد و چون عسم حاصل می بلندی عزء مستطیلی، 
 ایین روش را روش غشیاء ییا روش    اسیعسمی شبیه به فضای بین دو استوانه هم مثور

ایین روش   این اسی که دردر این قضیه نامند و نکته مهم قابل ذکر ای میپوسته استوانه
 ان موازی اسی.ورعز مستطیلی با مثور د
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2yسیهمی حجم حاصل از دوران ناحیه مثدود بیین  مثال:  x   2و خیطx    حیول

 ها.yمثور 

 
2yطابق شکل بلندی عزء مستطیل برابرمحل:  x    و فاصله عزء مستطیلی تیا مثیور

 اسی پس xدوران برابر 
4

2 2
2 3

0 0

2
2 2 2 8

04

x
V x x dx x dx         

yبیین منثنیی    مثیدود  ان ناحیهراز دو حاصل حجممثال:  x  3وy x   حیول

 ها.yمثور 

 حل: 

 
3x x ارتفاع پوستهبلندی عزء مستطیلی = 
x=ش اع پوستهفاصله عزء مستطیلی تا مثور دوران = 

 دهیم.می هم تلاقیرا بادن حدود انتگرال، دو منثنی برای بدسی آور

3 6 6

3

5

521 1
3 4

0 0

0 0 , 1

1 2
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

5 05 5

2

y x
x x x x x x x x

y x

x x
V x x x dx x x x dx
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ای را به کمک روش پوسیته اسیتوانه   hو ارتفاع rحجم مخروطی به ش اع قاعدهمثال: 

 حساب کنید.

 شود.می ها ایجادyرو حول مثور همخروط از دوران ناحیه مثلثی شکل روبحل: 

 
 (h،0( و )r،0کیه از دو نقطیه )  اسیی  م ادله خط مورب در این شکل م ادلیه خطیی   

 گذرد.می
0

0 ( )
0

h h
y x r y x h

r r

 
     


 

h
y x h

r


  ارتفاع پوسته=بلندی عزء مستطیلی 

x = ش اع پوستهمستطیلی تا مثور دورانفاصله عزء = 
2

0 0

3 2 2 2

2 ( ) 2 ( )

2 ( ) 2
03 2 6 3

r rh x
V x x h dx h x dx

r r

rx x r r h
h h

r

 


 

 
    


    

 
 

2yحجم حاصل از دوران ناحیه مثدود بین منثنیی مثال:  x  و مثیورx   هیا و خیط

2x   3حول خطy   حساب کنید.ای را به دو روش واشر و روش پوسته استوانه 

 مثاسبه حجم به روش واشرراه اول:حل: 

 
23 3y x   برای سهمی بلندی عزء مستطیلی 
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23در این روش بلندی عزء مستطیلی برای سهمی  3y x    و برای مثیورx هیا 

 و داریم: اسی متغیر xپس اسی و چون مثور دوران افقی می باشد 3برابر بلندی 
5 3

2 2
2 2 2 4 2

0 0

26 112
( 3) 3 ( 6 ) ( )

05 3 5

x x
V x dx x x dx


             

در ایین روش بایید عیزء مسیتطیلی     ای مثاسبه حجم به روش پوسیته اسیتوانه  راه دوم:

 موازی مثور دوران باشد ی نی شکل زیر:

 
2 x  =بلندی عزء مستطیلی 

3 y=فاصله عزء مستطیلی تا مثور دوران 

ل ها یا خطیوط عمیودی اسیی و در مثیا    yمثور دوران، مثور ای در روش پوسته استوانه

 در نظیر  yرا تیاب ی از متغییر    xحاضر یک خط افقی عای آن را گرفته اسی پیس بایید   

بگیریم ی نی شکل را 
2

 .در عهی مثبی مثلثاتی دوران دهیم 

0 22 xy x x y x y       

2 2x y   بلندی عزء مستطیلی 
3 y فاصله عزء مستطیلی تا مثور دوران 

حیدود  در نقاط برخورد دو منثنی، ی نی برخورد خط و سهمی بیرای ت ییین   yمثاسبه 

 انتگرال،

2

2
4

x
y

y x


 


 

4

0

5 3

2 2 24

0

2 ( 3)(2 )

4

2 (2 6 3 ) 2 2 6 3
5 32

2 2 0

V y y dy

y y y
y y y y dy y



 

   

 
 

        
 
 




 



 85کاربرد انتگرال در ...: دومفصل 

 

ه حول خیط ثیابتی در صیفثه داییره، کی      rبه ش اع ای حجم حاصل از دوران دایرهمثال: 

 واحد فاصله دارد. aکند و با مرکز دایره به اندازهنمی دایره را قطر

روی  هنگ شدن با قضیه، خیط را ای، برای هماپوسته استوانهبرای استفاده از روش حل: 

واحد فاصله از مبدأ مطیابق  aها باxها و مرکز دایره را روی عهی مثبی مثورyمثور

 دهیم.می شکل زیر قرار

 
2 0y عزء مستطیلی بلندی 

xفاصله عزء مستطیلی تا مثور دوران 
 برابر اسی با r( و ش اع a،0به مرکز )ای م ادله دایره

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( 0) ( )

( ) 2 2 ( ) 2 2 ( )

2 2 ( ) 4 ( )
a r a r

a r a r

x a y r y r x a

y r x a y r x a y r x a

V x r x a dx x r x a dx 
 

 

        

            

        

 

uبا تغییر متغیر  x a داریمdu dx وx u a  و 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0

2 2

0

( ) ( )

0 2

2

a r r

a r r

r r r

r r

r

x r x a dx u a r u du

u r u du a r u du a r u du

a r u du



 

 

     

     

 

 

  



 

گیری خواهید  های انتگرالمثلثاتی که در قسمی روش این انتگرال به کمک تغییر متغیر

2آمد قابل حل اسی، اما از آنجا که  2

0

r

r u duای به مرکز مبیدأ  مساحی ربر دایره

 باشد پسمی rو ش اع 

واحد حجم 
2 2

2 2 2 2

0
4 2 2

4 4

r r r
r u du V a a r

 
        

 نامند.می عسم حاصل از دوران را در مثال فوق انگشتر یا چنبره توضیح:
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 تمرین

 حجم حاصل از دوران نواحی را در هر یک از موارد زیر مثاسبه کنید. .1

2yالف: ناحیة مثدود بین منثنی x 2و خطx   و مثورx ها حول مثورx.ها 

25xب: ناحیة مثدود بین y 1ط طوو خy   و مثورy ها حول مثورy.ها 

yپ: ناحیة مثدود بین خط x  1و خطy  و مثورy ها حول مثورx.ها 

3yت: ناحیة مثدود بین خط  x 21و منثنیy x  مثور  لحوx.ها 

2yج: ناحیة مثدود بین x 1و خطx   و مثورx  1ها حیول خیطy    و همننیین

1yحول خط   2وy . 

yد: ناحیة مثدود بین منثنی x 4و خطx   و مثورx مثور  حولهاy.ها 

xه: ناحیة مثدود بین y وx y   2وy  مثور  لحوx.ها 

2ناحیة مثیدود بیین منثنیی   ی:  312( )x y y    و مثیورy    هیا حیول مثیورx  هیا و

2yهمننین حول خط  . 
 


